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7

CONVERSOR CC-CC ZETA

7.1 - Analise da operacao em MCC

7.1.1 - Andlise qualitativa

O conversor Zeta foi a ultima estrutura classica de conversor CC-CC
proposta, o que ocorreu na década de 1980. Na época, acreditava-se que
existiam apenas seis conversores basicos, sendo que essa topologia recebeu
esse nome em associacao a sexta letra do alfabeto grego (alfa, beta, gama,
delta, epsilon, zeta).

Trata-se de uma variagdo topologica dos conversores Cuk e SEPIC, a
qual também possui caracteristica abaixadora e elevadora, podendo ser en-
tendida com a associacdo de um conversor buck-boost na entrada e um con-
versor buck na saida, como mostra a Fig. 7.1.

S G Ly
1 YYY\

<

Vi LE DA =—C, §Ro

Fig. 7.1 — Conversor CC-CC Zeta

As principais caracteristicas do conversor Zeta sao:

» utilizagdo de dois indutores e dois capacitores, sendo esse um siste-
ma de quarta ordem;
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* a corrente de entrada ¢ descontinua, sendo necessaria a utilizacao
de um filtro passa-baixa para a redu¢ao de problemas associados a
interferéncia eletromagnética, como ocorre nos conversores buck e
buck-boost,

* acorrente entregue ao estagio de saida ¢ continua;

* como o interruptor controlado ndo ¢ conectado ao mesmo no6 de re-
feréncia da fonte, isso demanda a utilizacao de circuitos de comando
isolados;

* atensao de saida possui a mesma polaridade da tensao de entrada;

* os esforgos de tensdo nos elementos semicondutores sdao idénticos
aqueles existentes no conversores buck-boost, Cuk e SEPIC;

» atransferénciade energia ocorre através do capacitor de acoplamento;

* possui caracteristica de fonte de tensdo na entrada e fonte de corren-
te na saida, de acordo o circuito simplificado da Fig. 7.2.

VT LE i o

Fig. 7.2 — Circuito simplificado do conversor CC-CC Zeta

A operagdo do conversor Zeta em MCC ¢ descrita segundo as etapas
representadas na Fig. 7.3. Para a andlise qualitativa do circuito, considera-
-s€ que o conversor opera em regime permanente ¢ que todos os elementos
existentes sdo ideais.
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€ ————————

DA =G

- —————

(b) 22 etapa [z , T]
Fig. 7.3 — Etapas de operacao de um conversor CC-CC Zeta em MCC

¢ 1%etapa 0, ¢ ]: O interruptor conduz e o diodo permanece bloque-
ado. As correntes em L, e L, crescem linearmente. O capacitor C, €
descarregado, transferindo sua energia a L,, enquanto o capacitor C,
¢ descarregado, alimentando a carga.

* 2%etapa [t , T]: O interruptor ¢ bloqueado, de modo que o diodo
on S
comega a conduzir. A energia previamente armazenada em L, e L,
¢ transferida aos capacitores C, e C,, respectivamente. Além disso,
as correntes nos dois indutores decrescem linearmente. Essa etapa
persiste até que o interruptor comega a conduzir novamente, inician-
do-se o proximo ciclo de comutagao.

As formas de onda teoricas correspondentes a operagdo do conversor
Zeta em MCC sao mostradas na Fig. 7.4.
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Fig. 7.4 — Formas de onda tedricas do conversor CC-CC Zeta em MCC

Assim como nos conversores buck e buck-boost, pode-se conectar o in-
terruptor da topologia Zeta ao mesmo referencial da fonte de entrada como
no circuito da Fig. 7.5, preservando ainda o principio de funcionamento des-
crito previamente.



Conversor CC-CC Zeta 155

S

Fig. 7.5 — Representagdo alternativa do conversor CC-CC Zeta

7.1.2 - Determinacdo do ganho estdtico

Analisando os circuitos equivalentes que descrevem o funcionamento
do conversor Zeta em CCM, por sua vez associados as suas respectivas for-
mas de onda teoricas, € possivel deduzir todas as expressdes matematicas
para o projeto do estagio de poténcia.

De acordo com a Fig. 7.3 (a), tem-se:

(7.1)
(7.2)

Emque V,, eV, sdo os valores das tensdes nos indutores L, e L, duran-
te o primeiro estagio de operagdo, respectivamente, enquanto ¥, € a tenso
média no capacitor C,, considerada constante ¢ livre de ondulagdes na ana-

lise que se segue.

A tensdo instantanea em um indutor € definida por:

di, (1)
dt

v, (t) =L (7.3)
Sendo que i (?) € a corrente instantdnea no indutor.

Desconsiderando a ondulacdo na tensdo de saida na primeira etapa, cuja
duragdo € ¢, € possivel definir as ondulagdes das correntes nos indutores L,
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e L, como sendo A/, e Al ,., respectivamente. Assim, as seguintes expres-

sdes podem ser obtidas para a primeira etapa:

dit=t, (7.4)
Al = ILl(méx.) - ILl(min.) (7.5)
Al =1 =y (7.6)

L2 L2(max.) L2(min.)

Substituindo (7.1), (7.4) e (7.5) em (7.3), bem como substituindo (7.2),
(7.4) e (7.6) em (7.3), sao obtidas as seguintes expressoes para os indutores:

Al

V- — L Ll

P » (7.7)

Al 7.8

VieVe +V, =1, = 79
De acordo com a Fig. 7.3 (b), tém-se:
Vi ==Vey (7.9)
Vi =V, (7.10)

Em que V,,, e V,,, sdo os valores das tensdes nos indutores L, € L, du-

rante o segundo estagio de operagao, respectivamente.

De acordo com as etapas anteriormente apresentadas, os indutores L, e
L, se carregam e descarregam a cada ciclo de comutagdo, a uma taxa cons-
tante em regime permanente. Assim, desconsiderando-se a ondulagdo da
tensdo de saida, pode-se escrever:

—Al, = _([Ll(méx.) _[Ll(min.)) (7.11)
—Al, = _(1L2(méx.) - 1L2(mm)) (7.12)
dt=t, (7.13)

Substituindo (7.9), (7.11) e (7.13) em (7.3), bem como substituindo
(7.10), (7.12) e (7.13) em (7.3), tém-se:
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Al
Vo =1L H
Ly (7.14)
I/o :L2 A[LZ (715)
t

Além disso, os intervalos de conducao e bloqueio do interruptor podem
ser obtidos em funcao da razao ciclica da seguinte forma:

fon = DT, (7.16)
ty =(1-D)T, (7.17)

O ganho estatico do conversor Zeta em MCC pode ser obtido considerando
que a tensdo média no indutor L, € nula ao longo do periodo de comutagio. Assim,
a partir da forma de onda da tensdo do indutor apresentada na Fig. 7.4, tem-se:

10y =DT; T
J, )| DTS(—Va)df}O (7.18)

Resolvendo as integrais na expressao (7.18), € determinada a tensdo mé-
dia no capacitor C:
DV,
V., =—=
“1-D (7.19)

O calculo da tensdo média no indutor L, € dado pela seguinte expressao:

1 [ ptw=Dr1, T,
VLZ(méd.) :F[JO (Vl Ve +Vo)dt+_[,m:Dn (_Vo)dt} =0 (7.20)

N

Assim, a tensdo no capacitor C, pode ser obtida a partir de (7.20):
DV,+V,(2D-1)
Vo= D (7.21)
Igualando as expressdes (7.19) e (7.21), chega-se ao ganho estatico do
conversor Zeta em MCC:
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D
=— 7.22
D (7.22)

RS

Analogamente aos conversores buck-boost, Cuk e SEPIC, a topologia
Zeta apresenta caracteristicas abaixadora e elevadora, isto é:

e D<0,5— V <V (abaixador ou buck);
eD=05—-V ="V,
e D>0,5— V >V (elevador ou boost).

7.1.3 - Determinagdio das indutincias L e L,

Assim como nos conversores Cuk e SEPIC, tém-se:

ILI(méd.) =1, (7.23)
=] (7.24)

Para pequenas ondulagdes das correntes nos indutores, menores ou
iguais a 20% da corrente na carga, os valores médio e eficaz sdo aproxima-
damente iguais. Caso tais ondulagdes sejam elevadas, € necessario conside-
rar as formas de onda de 7, (¢) e i, (f) mostradas na Fig. 7.4, com o objetivo
de determinar os seus respectivos valores eficazes da seguinte forma:

(%, 'y
ILl(ef.) = F [IlLll(t)2 dt} + _[luz (t)z dt (7.25)

0 Lon

I3

on

L[ i 7.26
L ety = - szw (t)zdt} + Iszz(z)z dt (7.26)

Nestes casos, i, (f) € i,,,(¢) sdo as expressdes instantaneas que definem

a corrente no indutor L, na primeira e segunda etapas de operagdo, respec-
tivamente; enquanto i , () € i,,(f) representam as expressdes instantineas



Conversor CC-CC Zeta 159

da corrente no indutor L, durante a primeira e segunda etapa de operagdo,
respectivamente.

Os valores maximo e minimo da corrente no indutor L , sdo:

]Ll(méx.) = Ii + %
2 (7.27)
Al
[Ll(min.) =1, _TL] (7.28)

Analogamente, t€m-se os respectivos valores maximo e minimo da cor-
rente no indutor L :

IL](méx.) =1,+ Ay
(7.29)
Al
1L2(min.) =1, _TLz (7.30)

Analisando a Fig. 7.4 e considerando os pontos (0, /, I(min.)) e, ](méx.))
associados as expressoes (7.27) e (7.28), é possivel obter a seguinte expressao:

. AILl A]Ll
iy (2) =(t—}+(l,- —7j (731

Como o célculo de uma integral corresponde a determinagdo da area de
uma determinada curva ao longo de um dado eixo, ¢ possivel adotar uma
nova origem dos eixos sem que haja alteragdes no resultado final, com a
finalidade de determinar i, (¢) de forma mais simples. Assim, as expressdes
(7.25) e (7.26) podem ser reescritas como:

1 Lo . 5 Lo . )
]Ll(ef.) = Fl:[_[ L (t) dt}:l*‘["‘ L (t) dt} (7.32)

s 0 0

ILZ(ef,) = Ti|:[jriL21 (t)z dt]:l +( f i5 (t)2 dtj (7.33)

s 0 0

Analogamente, considerando os pontos (0, /, smicy) € Copp L nin,y)> @ COT-

rente i, (#) pode ser representada por:
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Al Al
i (1) =—| Au z+[1i +_uj (7.34)
toz‘/'" 2
Finalmente, substituindo-se (7.31) e (7.34) em (7.32), obtém-se:
1217 +AI,°
Lk | (7.35)

Considerando um conversor ideal em que nao ha perdas, tem-se:
DI
[, =—=
1-D (7.36)

Substituindo (7.36) em (7.35), tem-se:

AL} (1-D) +12D%1 ?
ILl(ef) = - ( ) 2 . (7.37)
' 12 (1 - D)
Substituindo (7.16) em (7.7), € obtido o valor da indutancia L :
L= VD
SAL, (7.38)

Analogamente ao procedimento desenvolvido para o indutor L, € possi-
vel determinar as expressdes instantaneas para a corrente no indutor L, du-
rante a primeira e a segunda etapa de funcionamento, segundo as seguintes

expressoes:
. _[ AL, _AILZ
iy (f)—( y ]H(Io 5 (7.39)
Al Al
i ()= —{—“ Jr + (10 =2 ) (7.40)
Loy

Assim, substituindo (7.39) e (7.40) em (7.33), obtém-se:
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12172 +Al,2
Loy =~ = (7.41)

A expressdo que permite obter a induténcia L, resulta da substitui¢ao de
de (7.22) em (7.15):

e

2 TALL (7.42)

7.1.4 - Determinagio das capacitincias C, e C,

De acordo com a Fig. 7.3 (a), a descarga do capacitor C, ocorre na pri-
meira etapa de operacdo. Nesse elemento, circula a corrente de saida /o
Assim, tem-se:

1,Jdr=C [ v (1) (7.43)

Como a duragio da primeira etapa de operagdo € ¢, = DT e a variagdo da
tensdo no capacitor € AV = dv (¢), a capacitincia C, ¢ dada por:

C= Di, (7.44)
AVCLf;

Por outro lado, enquanto a corrente no indutor L, for maior que a corren-
te na carga (considerada constante, isto €, desprezando-se a sua respectiva
ondulagdo), o capacitor C, se carrega. Por outro lado, quando for menor, o
capacitor se descarrega, provocando uma varia¢ao de tensdo AV ,, conforme

c2
a Fig. 7.6.
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1
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|
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1
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1
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I
o I
—

1 S (]

Fig. 7.6 — Forma de onda da corrente no indutor L, e intervalos nos quais o capa-
citor C, se carrega e descarrega em MCC

O capacitor C, armazena uma quantidade de carga AQ, dada por:

AQ, :l(l‘o—”+toi] AL, _TAL, Al

202 2) 2 8 8f (7.45)

Isolando A7, em (7.42) e substituindo esse pardmetro em (7.45), tem-se:

V.D
AQ, =—
0, 3L, (7.46)
De forma genérica, a capacitancia ¢ definida por:
AQ
N (7.47)
Substituindo (7.46) em (7.47), obtém-se:
___ VD
P O8fPLAV,, (7.48)

7.1.5 - Determinacdo dos esforcos de corrente e tensdo nos elementos
semicondutores

Para calcular os esfor¢os de corrente e tensdo nos elementos semicon-
dutores, € necessario considerar as formas de onda da corrente e tensdao
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instantaneas da Fig. 7.4. Os valores médio e eficaz da corrente no interruptor
S sao dados por:

g (meay = J. [ZLII +ipy (t)] dt (7.49)

Tyiery = \/ _H:lLll iy, (¢ ]dt (7.50)

Substituindo (7.31) e (7.39) em (7.49) e (7.50), tém-se:

IS(méd.) :D(Ii +Io)

(7.51)
D[l2([i +1,) +(Al,, +A[L2)2}
I, .. = 7.52
S(ef.) \/ 12 ( )
Substituindo (7.36) em (7.51) e (7.52), obtém-se:
,_Di,
stmed) =1 py (7.53)
D{[(AL,+ALy)(1-D) ] +121,2)
I = L1 L2 o (754)
S(ef)

12(1-DY’

Se as ondulagdes das correntes nos indutores forem pequenas, a expres-
s30 (7.54) pode ser simplificada da seguinte forma:

Loty “1-D (7.55)

(7.56)

Além disso, as correntes média e eficaz no diodo sao obtidas pelas se-
guintes expressoes:
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fff

L pmea) = J. [lm )+ i (f)] dt
(1.57)

Lo
D(ef) \/ j[’m +1L22 :'dl (7.58)

Substituindo (7.34) e (7.40) em (7.57) e (7.58), t€ém-se:

Lpay =(1=D) (1, +1,) (7.59)

o \/(1_1))[12(1,.“0)%(%+A1L2)2] (7.60)
D(ef) 12

Substituindo (7.36) em (7.59) e (7.60), tém-se:

Lpmeay =1, (7.61)

2

I = [(AL,+AL,)(1-D) | +121; (7.62)

(e 12(1-D)

Considerando pequenos valores da ondulacao da corrente no indutor, a
expressao (7.62) pode ser simplificada:

ID(ef.) == (7.63)

A andlise da Fig. 7.3 (a) permite concluir que a maxima tensao a qual o
diodo ¢ submetido é¢:

VD(méx.) :_(VLzl +V;):_(V;+I/0) (7.64)

Como era esperado, as expressoes que definem os esforgos de corrente
e tensdo no conversor Zeta sdo as mesmas que aquelas obtidas para os con-
versores buck-boost, Cuk e SEPIC operando em CCM.
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7.2 - Analise da operacio em MCD

7.2.1 - Andlise qualitativa

Nos conversores Cuk, SEPIC e Zeta, a operagao em MCD ¢ caracterizada
pelo bloqueio do diodo ao final da segunda etapa de funcionamento. Dessa forma,
a soma das correntes nos indutores € L, se anula ao final dessa mesma etapa.

Para estudar a operacao do conversor Zeta em MCD, sdao considerados
os circuitos equivalentes da Fig. 7.7. Neste caso, o circuito opera em regime
permanente e todos os elementos existentes sdo ideais.

r
YN
I

1
o
S
aAAY
~

-————=-=-=-=

(a) 12 etapa [0, 7, ]

I L
H Y'Y
T Ao 1
| | Yo
ng ! DA =—C, :;RU
v v
(b) 2*etapa [z , ¢ +t]
G L,
|1 YYN
e e > - .
| | Yo
ng i =C, i§R0
v v

(c)3tetapa [t +1, T]
Fig. 7.7 — Etapas de operacao de um conversor CC-CC Zeta em MCD
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* 12etapa [0, ¢ ]: Quando o interruptor comega a conduzir, a corrente
on
no indutor L, cresce linearmente de zero a um valor maximo, sendo
que a tensdo aplicada a esse elemento € V. Além disso, o capacitor
C, se descarrega, fornecendo sua energia ao indutor L, cuja corrente
instantanea cresce linearmente. O capacitor C, também se descarre-
ga nessa etapa.

e 2tetapa [ , ¢ +t]: No inicio dessa etapa, o interruptor S €
bloqueado. A corrente no indutor L, decresce linearmente, sen-
do que o capacitor C, € novamente carregado. A descarga linear
do indutor L, implica o fornecimento de energia ao estagio de
saida.

« 32etapa [t + ¢, T]: Quando o diodo ¢ bloqueado ao final da
on d s
etapa anterior, apenas o capacitor C, fornece energia a carga.
As correntes instantaneas nos indutores sdo iguais em moddulo
e possuem sentidos opostos. Essa situacdo persiste até que o
interruptor comece a conduzir no inicio do proximo ciclo de
comutacao.

A operagao do conversor Zeta em MCD ¢ caracterizada pelas formas de
onda tedricas da Fig. 7.8, constatando-se que a soma das correntes em L, e
L, € nula durante a terceira etapa de operagao.
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Fig. 7.8 — Formas de onda teoricas do conversor CC-CC Zeta em MCD

7.2.2 - Determinacdo do ganho estdtico

Por meio da andlise de malhas aplicada aos circuitos equivalentes da
Fig. 7.7 e as formas de onda da Fig. 7.8, chegam-se as seguintes expressoes:
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DTV,
A] _ s
nU (7.65)
_ LV,
AL, = L (7.66)
DTV, 7.67
A]LZZ I ( )
2
LV
AL = dL o (7.68)
2

Para determinar o ganho estatico do conversor em MCD, deve-se consi-
derar que a tensdo média no indutor L, € nula em regime permanente, isto €:

T

T,
1
1(méd.) = j le
s 0

_[ljvm dt-l—tjtdvm di+ j Vs (2 dtJ_0(7 69)

[

Sendo que v, (?), v, , (1) € v, (¢) representam o comportamento da ten-
sdo instantdnea no indutor L, durante a primeira, segunda e terceira etapa de
funcionamento, respectivamente.

Resolvendo-se (7.69) de acordo com a forma de onda de v, (¢) na Fig.
7.8, tem-se:
DrY,

V. =
o, (7.70)

Além disso, a tensdo média no indutor L, €:

by ton g

T,
2(méd.) _TLJ‘VLz _[vw t)de+ j vm dH_ j Vm dt =0 (7.71)
50 .&‘ l ntla

Sendo que v, (1), v,,,() € v,,.(¢) representam o comportamento da ten-
sdo instantanea no indutor L, durante a primeira, segunda e terceira etapa de

funcionamento, respectivamente.
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Resolvendo (7.71) de acordo com a forma de onda de v, (¢) da Fig. 7.8,
tem-se:

DT V.=V, +V
td — s( i - C1+ 0) (772)

o

Substituindo (7.72) em (7.70), obtém-se:
V.=V, (7.73)

Substituindo (7.73) em (7.72), pode-se determinar o ganho estatico do
conversor em MCD:

V., _ DT,
V. t, (7.74)

1

Segundo a Fig. 7.8, as correntes instantineas no indutor L, durante a
primeira, a segunda e a terceira etapa de funcionamento sao:

Al

L (t)=| —2 |t+1,,

Lll( ) ( t(m j Ll(mm.) (775)
. Al

Ab: (t) - _[ p - ]t +1L1(méx~) (7.76)

4 .

i3 (t ) =1 L1(min.) (7.77)
Sendo que / el definem os valores minimo e maximo da cor-

Ll(min)) ~ " LI(méx.)
rente no indutor L , respectivamente, cuja ondulagdo € dada por:

Al = ILl(méx,) _ILl(mjn.) (7.78)

A corrente media no indutor L , que € igual a corrente média de entrada,
pode ser calculada por:

1 1] . iy . Ti~(ton +4) .
1y (meay =1 :?{{J. L (t)dt]"{jluz (t)dl}""[ I UK (t)dt}} (7.79)

K 0 0 0
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Substituindo as expressoes (7.75) a (7.78) em (7.79), obtém-se:

7= ILl(mém) (ton +1, ) + [Ll(min.) [2Ts B (ton i ):'
" 2T,

(7.80)

Substituindo (7.78) em (7.65), € possivel calcular o valor maximo da
corrente no indutor L ;:

ILl(méx.) = ILl(min.) + 17 - (7.81)

Finalmente, substituindo (7.81) em (7.80), ¢ determinado o valor mini-
mo da corrente no indutor L :
L, VDL(r+Y,)
Li(min) — 4 T 2LV, (7.82)

As correntes instantaneas no indutor L, durante a primeira, a segunda e
a terceira etapa de funcionamento sdo dadas por:

. _ AILZ
Lo (t) = (7}‘ + IL2(min-) (7.83)
. Al (7.84)
i (t)= _( th Jf 1 i)
d
(7.85)

I3 (t) - 1L2(min.)

Sendoque /, . .el, . definem os valores minimo € maximo da cor-
(min.) L2(max.)

rente no indutor L, respectivamente, cuja ondulagdo ¢ dada por:
Al = ]LZ(méx.) - ILZ(min.) (7.86)

A corrente média no indutor Z, € igual a corrente média de saida, sendo
calculada por:
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1 Lo ly T ~(ton+4)
Lytmeay =1, _F{in (t)dt:|+{jim(t)dt}{ [ i (t)dt} (187)

0 0 0

Substituindo as expressoes (7.83) a (7.86) em (7.87), tem-se:

7 = ILZ(méx.) (ton +i ) + ILZ(min.) [2TS _(ton +i )] (7.88)
0 2T
Substituindo (7.86) em (7.67), obtém-se:
ILZ(méx.) =L omin) T Vlfz (7.89)
, .

Assim, € possivel definir o valor minimo da corrente no indutor Z, ao se
substituir (7.89) em (7.88):

VDT (V +V,)

]LZ(min.) = 10 2L2V; (790)

Além disso, a andlise da Fig. 7.7 (c) permite concluir que:

ILl(ml’n.) = _]LZ(min.) (7.91)

Substituindo-se (7.82) e (7.90) em (7.91) e realizando algumas manipu-
lagdes matematicas, chega-se a expressao que representa o ganho estatico do
conversor Zeta em MCD:

v, _ DV, (L +L,) (7.52)
Vi 2LLf, '

Essa expressdo ¢ exatamente idéntica aquelas que representam os ga-
nhos estaticos dos conversores Cuk e SEPIC em MCD. De acordo com
(7.92), as indutancias L, e L, encontram-se em paralelo, isto €:

— LILZ
“L+L, (7.93)
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Entdo, € possivel substituir (7.93) em (7.92), resultando em:

v, __D¥,

=t (7.94)
V. 2L,fl,

1

O tempo de descarga dos indutores pode ser determinado igualando-se
(7.74) e (7.94):

21 L

0 eq

=
d DV, (7.95)

A caracteristica de saida do conversor Zeta ¢ idéntica aquela dos conver-
sores Cuk e SEPIC, como mostra a Fig. 7.9.

151

. 2Ll f,
0 5 10 15 Y

Fig. 7.9 — Caracteristica de saida do conversor CC-CC Zeta

7.2.3 - Determinacdo da indutancia critica

Na condugao critica, as ondulag¢des das correntes nos indutores sao:
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Al = ]Ll(méx.) =21, (7.96)
AlL, = ILZ(méx.) =21, (7.97)

Substituindo (7.22), (7.36) ¢ (7.96) em (7.38), obtém-se:

VD

l(crz't.) = 2VI f (798)
Substituindo-se (7.74) e (7.97) em (7.68), obtém-se:
V.D
LZ(crt't.) = (799)
21 f.

Segundo a associacdo em paralelo dada por (7.93), a indutancia critica
¢ calculada por:

Ly,.\Ly.. ?
l(crtt.) Z(Crll‘.) _ DI/; (7. 100)
;T

L L= =
q( t‘) Ll(crit.) + L2(cr1’t.) 2](;“10 (V I/0 )

Em MCD, as ondulagdes das correntes nos dois indutores sao conside-
raveis, sendo que nesse caso os valores médios ndo sdo aproximadamente
iguais aos respectivos valores eficazes. Assim, as correntes eficazes nos in-
dutores L, ¢ L, sdo:

1 B ton ' T ty . TS—(to,,+td)'
]Ll(eﬁ)\/F (Ilm(l‘)zdtJ +(JZL12(t)2dtJ+ _[ ZLIS(t)Zdt (7.101)

L\ o 0 0

1 i Ton ) ] lq - Ts’(’on“d). 7‘102
ILz(ef)—\/F [Ilel(t)zdtJ +[sz22(t)2dtJ+ [ i () ar ( )

L\ 0 0 0

Substituindo (7.75), (7.76) e (7.77) em (7.101), tem-se:

\/3{D3K4 [V, (4-6D)=3D (V2 +V,?)+ 41(,2]} 12V L)
ILl(cf.) = 6V’I/{)J(;Ll

(7.103)
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Substituindo (7.83), (7.84) e (7.85) em (7.102), tem-se:

D[40, (,+V,)=3D(V;+V, ) |+12(V, 1, £ L,) (7:104)
2(V, /L)

1

L2(ef) —

7.2.4 - Determinagio das capacitincias C, e C,

Na primeira etapa de operagdo, o capacitor C, se descarrega por meio
da corrente no indutor L,, como mostram as formas de onda da Fig. 7.10.
Isso ocorre entre os instantes em que tal corrente se anula e assume o valor
maximo, os quais correspondem a ¢, € ¢, respectivamente.

1
1
r
I
. le(t?
L2(max.y~~~~ T _______
|

M
T T >t
L2(m1nI —-—{--—______I ___________ ~———— ~—
1 tl 1 ton'tl 1 : !
—e—— . :
! 1
ton:DTs : td ! :
: 1
1

to=(1-D)T,

y_

v _

Fig. 7.10 — Formas de onda da corrente no indutor L, e no capacitor C,,
evidenciado os intervalos nos quais o capacitor C, se carrega e descarrega no
conversor Zeta em MCD

Assim, a corrente no capacitor C, € dada por:

dv,, (t)

i (t)=C "

(7.105)

Logo, a ondulagédo da tensdo no capacitor C, €:
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Ton

1

C = A I i (2)dt (7.106)

O instante ¢, pode ser determinado igualando-se (7.83) a zero:

L2(m1’n,)ton

b= (7.107)

LZ(méx.) ]LZ(min.)

Substituindo (7.16), (7.83), (7.89), (7.90) e (7.107) em (7.106), chega-se a:
o D)o, (mp )]
b 8L2V;Vv02»fszAVCl

(7.108)

Na segunda etapa de funcionamento, a carga do capacitor C, ocorre en-
tre os instantes nos quais a corrente no indutor L, € maior que a corrente de
carga, segundo a Fig. 7.11. Esses instantes podem ser obtidos a partir de
(7.83) e (7.84), respectivamente.

Lon (Io - ILZ(min.) )

(= (7.109)
1L2(méx.) - 1L2(min.)
Ly (]LZ(méxA) _Io) (7.110)
L=
]LZ(méxA) - 1L2(min.)

Assim, a quantidade de carga armazenada no capacitor C, €:

[(ton_t2)+t3:|(1L2(méx.)_Io) (7_111)

AQ, = 2

Substituindo-se (7.16), (7.74), (7.89), (7.90), (7.109) e (7.110) em
(7.111), tem-se:

VD V4V, ) [P +V,)-20, T

7.112
8LV /7 712

AQ,
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A expressdo para o calculo da capacitancia C, € finalmente obtida subs-
tituindo-se (7.112) em (7.47):

VD (V) [ DO +V,) -2, ]
8L2 I/o3fs2AI/C2

‘Vo(t) =veolt)

AVe=AY| [

C, =

(7.113)

ILZ(méx.

ILZ(mm_I.K----:----{----:.---)]—e/ ~—— ¢
1 : tOn_t I 1 1 ]
FL*—imiﬂ ' !
: ton:]DTs : td ! !
255 |
i ' to=(1-D)T ,
i T g

Fig. 7.11 — Formas de onda da corrente no indutor L, e tensdo no capacitor C,,
evidenciando os intervalos nos quais o capacitor C, se carrega ¢ descarrega no
conversor Zeta em MCD

7.2.5 - Determinacdo dos esforcos de corrente e tensdo nos elementos
semicondutores

As formas de onda da corrente e tensdo instantaneas da Fig. 7.8 permi-
tem obter os esforgos de corrente e tensdo nos elementos semicondutores.
Assim, as correntes média e eficaz no interruptor S sdo dadas por:

Lsmeay = j[hn )+ (1 ]dt
(7.114)

Lot \/ T[’Lll £)+ip (1 ]dt (7.115)

Substituindo (7.75) e (7.83) em (7.114) e (7.115), tém-se:

7 B D(A]L1 + AILZ)
S(méd) — > (7.116)
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I x/3D(AIL1 +AIL2)
S(ef) ~ 3 (7.117)

Segundo a Fig. 7.7 (b), a tensdao de bloqueio do interruptor ¢:

V

S (max.)

:I/i_VLIZZI/;-i_V:) (7.118)

De forma analoga, as correntes média e eficaz no diodo sdo dadas por:

1% .

ID(méd.) = Fj[luz (t) +1,5 (t):l dt (7.119)
s 0
1%t .

Ipery = \/Fj[luz (t) +15 (t)]z dt (7.120)
s 0

Substituindo (7.74), (7.76) e (7.84) em (7.119) e (7.120), obtém-se:

s _ DV,[2DV,(L,+L,)~LL,f,(Al, +Al,) ]

D(méd) — 2LLV S (7.121)
3DV (L + L,
3DV} f.LL, (L, +L,)(Al, +AlL,)
2
N[FDVLILL (AL, AL, ) (7.122)
D(ef) — 3VL2L2f2
73 | 2 s

Analisando a Fig. 7.7 (a), verifica-se que a maxima tensdo reversa no
diodo é:

Vb(mx) :_(VLzl"'Vo):_(V;""Vo) (7.123)

E importante ressaltar que as expressdes (7.116) a (7.118) e (7.121) a
(7.123) podem ser utilizadas na determinagdo dos esforcos nos elementos
semicondutores dos conversores Cuk, SEPIC e Zeta operando em MCD.
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MODELAGEM DE PEQUENOS SINAIS DE
CONVERSORES CC-CC EMPREGANDO A
TECNICA DO ESPACO DE ESTADOS MEDIO

8.1 - Consideracoes iniciais

Na pratica, os conversores estaticos de poténcia comportam-se como
sistemas nao lineares variantes no tempo. Dessa forma, a obtencao de um
modelo exato capaz de representa-los adequadamente ao longo de toda a
regido de operacao ndo ¢ uma tarefa trivial.

A representagdo por meio de um modelo de pequenos sinais € possivel,
considerando que o conversor pode ser linearizado em um ponto de opera-
¢do especifico. Assim, € possivel aplicar uma pequena variagdo ou pertur-
bagdo na variavel de entrada, que por sua vez provoca uma perturbacao na
variavel de saida, a qual ¢ devidamente linearizada.

Para essa finalidade, diversas abordagens podem ser utilizadas, como as
técnicas de modelagem por espago de estados médio e do interruptor PWM
(do inglés, pulse width modulation — modulagdo por largura de pulso).

A modelagem por espago de estados ¢ amplamente utilizada, ndo ape-
nas na representagdo de conversores estaticos, mas também em outras areas
completamente distintas da engenharia, como a economia. Embora seja uma
ferramenta extremamente 1til para essa finalidade, o grande numero de ma-
nipulagdes matematicas envolvendo matrizes em sistemas de ordem elevada
pode implicar uma complexidade significativa.
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8.1.2 - Descrigdo dos conversores CC-CC basicos no espago de estados

Na técnica de modelagem por variaveis de estado, ¢ utilizado um siste-
ma linear representado na seguinte forma:

X = Ax+ Bu (8.1)
y=Cx+Du (8.2)

A expressao (8.1) consiste nas equacdes de estado, que correspondem
a um conjunto de n equagdes diferenciais de primeira ordem simultaneas
contendo n varidveis, sendo que as n varidveis a serem determinadas sao
denominadas variaveis de estado.

A expressdo (8.2) ¢ chamada equacdo de saida, representando as varia-
veis de saida de um sistema na forma de combinagdes lineares das variaveis
de estado e das entradas. Além disso, tém-se que A ¢ a matriz de estados, B
¢ a matriz de entrada, C ¢ a matriz de saida, D é a matriz de transicao direta,
x € o vetor de estados, y € vetor de saida e u representa o vetor de entrada do
sistema.

Os conversores CC-CC basicos nao isolados em MCC, os quais foram
apresentados nos capitulos anteriores, possuem dois estagios de operacao,
que dependem do estado de condug¢do e bloqueio do interruptor. Ao longo
de cada etapa, o circuito linearizado do conversor pode ser descrito por seu
respectivo vetor de estados x, que € constituido pelas correntes nos indutores
e tensdes nos capacitores.

Para os conversores buck, boost e buck-boost, o vetor de estados é:

x= (8.3)

(8.4)
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Assim, as expressoes (8.3) e (8.4) estdo associadas a representagdo de
sistemas de segunda e quarta ordem, respectivamente.

Diante das premissas anteriores, para um conversor CC-CC de segunda
ordem que possua duas etapas de operacao, ¢ possivel escrever as equagdes
de estado em (8.1) como:

X=Ax+BV, para [0, dT, | (8.5)

= Ax+B,V, para [0, (1-d)T, ] (8.6)
Além disso, ¢ conveniente apresentar as seguintes defini¢oes:

v.=V +v (8.7)
v, =V, +v, (8.8)
d=D+d (8.9)
x=X+x (8.10)
Sendo:

V, V., D, X—valores meédios da tensdo de entrada, tensdo de saida, razao
ciclica e vetor de estados, respectivamente, associados a componente CC;

~ ~ ~

Vi, V,,d, x —perturbagdes de pequena amplitude aplicadas a tensio de
entrada, tensao de saida, razao ciclica e vetor de estados, respectivamente,
associadas a componente CA;

v, v ,d,x—soma das componentes CC e CA associadas a tensdo de
entrada, tensdo de saida, razao ciclica e vetor de estados, respectivamente;

Considerando a varidvel de saida y como sendo a tensdo de saida, € pos-
sivel escrever as equagdes de saida dadas por (8.2) como:

v, =Cx para [0, dT, | &.11)

v, =C,x para | 0, (1-d)T, | (8.12)
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Com o objetivo de determinar uma representacao média do comportamen-
to das variaveis envolvidas ao longo de um periodo de comutagao, sdo repre-
sentadas as seguintes equagdes associadas as etapas de opera¢ao do conversor:

k= 4d+4,(1-d)]x+|Bd+B,(1-d) ]V, (8.13)

v, =[Cd+C,(1-d)|x (8.14)

8.2 - Obtencao da funcio de transferéncia que relaciona a
tensio de saida frente a perturbacdes na razao ciclica

Quando se deseja verificar o comportamento da tensdo de saida diante
de perturbagdes na razdo ciclica, outras perturbagdes podem ser despreza-
das, como ¢ o caso da componente alternada associada a tensao de entrada.
Assim, a partir de (8.7), tem-se:

v, =V, (8.15)

Substituindo as expressoes (8.8) a (8.10) e (8.15) em (8.13), tem-se:
X+x=4 [(X+£)(D+c?)}+AZ{(X+£)[1—(D+3)]}

8.16
+{BI(D+3)+B{1—(D+(§)]}V[ (8:10)

Em que X e X sdo as derivadas de X e x, respectivamente.

Como as componentes CA apresentam pequenas amplitudes, considera-
-se que os produtos entre duas perturbagdes sao nulos, isto ¢€:

%d =0 (8.17)

Além disso, considerando que a derivada de um valor constante ¢ nula,
¢ possivel escrever:

X=0 (8.18)
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Substituindo (8.17) e (8.18) em (8.16), obtém-se a seguinte expressao
simplificada:

x=[A4D+4,(1-D)](X +%)
+[B,D+B,(1-D) |V, +[ (4 - 4,) X +(B,-B,)V,]d (8.19)

E possivel ainda definir os seguintes termos:

A=4D+4,(1-D)

(8.20)
B=BD+B,(1-D) (8.21)
Logo, substituindo (8.20) e (8.21) em (8.19), obtém-se:

¥=A(X+3)+BV+[(4-4)X+(B-B,)V]d (8.22)

Para obter uma expressdo apenas em termos de valores médios, de-
ve-se considerar que todas as perturbagdes sdo nulas em (8.22), isto &,

¥=xX=d=0 , resultando em:

AX +BV, =0 (8.23)
Como 4 e B sao matrizes, o vetor X ¢ obtido por:
X=-4"BV, (8.24)

Com o objetivo de obter apenas a componente alternada, substitui-se
(8.23) em (8.22):

X=Ax+[(A4-4)X+(B-B,)V,]d (8.25)

Para obter os resultados referentes ao vetor de saida, deve-se substituir
(8.8)a(8.10) e (8.15) em (8.14):
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V,+%,=| G(D+d)+C,(D+d)|x (8.26)

Repetindo o mesmo procedimento anterior, chega-se a:

V,+9, =C(X+%)+(C,-C,) Xd (8.27)
Sendo que:
C=CD+C,(1-D) (8.28)

As componentes CC e CA associadas a (8.27) sdo dadas por (8.29) e
(8.30), respectivamente.

V,=CX (8.29)

7, =Ci+(C,-C,)Xxd (8.30)
A partir de (8.29), tem-se:
X=Cc, (8.31)

Igualando (8.24) e (8.31), ¢ possivel obter a caracteristica estatica do
conversor como sendo dada por:

V,
L T¢AB (8.32)

Por fim, ¢ possivel aplicar a transformada de Laplace a (8.25), resultan-
do em:

sx(s)=Ax(s)+[ (4 —4)X+(B,-B,)V,]d(s) (8.33)
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Sendo que x(s) e d(s) sdo as representacdes de X e d no dominio da
frequéncia, respectivamente.

Como a expressao (8.33) se trata de uma representacao matricial, € pos-
sivel escrevé-la da seguinte forma:

(s1-A4)x(s)=[(4—4,) X +(B,-B,)V,]d(s) (8.34)

Sendo que / ¢ a matriz identidade.
Rearranjando (8.34), tem-se:
-1
x(s)=(sI—A4) [(4-4,)X+(B,-B,)V,]d(s) (8.39)
Analogamente, aplica-se a transformada de Laplace a (8.30):

v, (s)=Cx(s)+(C -C,) Xd(s) (8.36)

Sendo v (s) a representagdo de v, no dominio da frequéncia.

Substituindo (8.35) em (8.36) e rearranjando o resultado, tem-se:

VO(S)=C(S]—A)II:(AI—AZ)X+(31_BZ)V:‘]+(C1_C2)X(8'37)

Assim, deve-se ressaltar que para determinar a fungdo de transferéncia
de um dado conversor CC-CC, é necessario conhecer as matrizes 4, B e C,
bem como o vetor X que contém os valores médios das variaveis de estado.

8.3 - Obtencao da funcio de transferéncia que relaciona a
tensao de saida frente a perturbacoes na tensao de entrada

Para determinar o comportamento da tensdo de saida considerando pe-
quenas perturbacdes na tensao de entrada, € necessario desprezar outras per-
turbacdes, como € o caso da razdo ciclica. Logo, a partir de (8.9) tem-se:
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d=D

(8.38)

Substituindo as expressoes (8.7), (8.8), (8.10) e (8.38) em (8.13) e con-

siderando (8.18), obtém-se:

X=AD(X+%)+4,(1-D)(X +X)+BD(V,+7,)+B,(1-D)(V,+7) (8.39)

Considerando as igualdades estabelecidas em (8.20) e (8.21), € possivel

escrever (8.39) da seguinte forma:

X=A(X+%)+B(V,+7,)

1

(8.40)

A fim de determinar a componente CC, deve-se adotar x=v, =0 em

(8.40), resultando em:

AX+BV, =0

Assim, o vetor X ¢ dado por:

X=-A4"BV,

A componente CA ¢ obtida substituindo-se (8.41) em (8.40):
X=A%+BY,

Substituindo (8.8), (8.10) e (8.38) em (8.14), chega-se a:

V,+9,=[CD+C,(1-D) (X +5)

(8.41)

(8.42)

(8.43)

(8.44)
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Considerando a igualdade estabelecida por (8.28) associada a (8.44),
tem-se:

V,+7,=C(X+X) (8.45)
A componente CC de (8.45) ¢ obtida considerando v, =x =0, isto é:

V. =CX (8.46)

Além disso, a componente CA de (8.45) ¢ dada por:

v =Cx (8.47)

Assim, o vetor X ¢ representado a partir de (8.46):

X=C, (8.48)

Igualando (8.42) e (8.48), tem-se:

v, O
5 =¢AB (8.49)

Deve-se ressaltar que o resultado obtido em (8.49) ¢ exatamente idénti-
co aquele fornecido por (8.32). Assim, ¢ possivel determinar o ganho estati-
co do conversor por meio das duas expressdes em questao.

Entdo, aplica-se a transformada de Laplace a (8.43), resultando em:
Sx(s)zAx(s)+Bvi (S) (8.50)

Sendo que v (s) € a representagdo de v, no dominio da frequéncia.

Analogamente ao procedimento realizado para (8.35), tem-se:
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x(s)z(SI—A)fl Bv,(s) (8.51)
Aplicando a transformada de Laplace a (8.47), tem-se:
v, (S) =Cx(s) (8.52)

Substituindo (8.51) em (8.52), finalmente obtém-se a expressao que re-
laciona a tensdo de saida e a tensdo de entrada:

M=c[(s1_,4)‘13} (8.53)

Nesse caso, ¢ necessario determinar a composi¢do das matrizes A, Be C
associadas a operacao do conversor CC-CC em regime permanente.

8.4 - Modelagem de um conversor CC-CC buck operando em MCC

8.4.1 - Obteng¢do do ganho estitico e da fun¢do de transferéncia v (s)/d(s)

Como exemplo de aplicagdo da técnica de modelagem por espaco de
estados médio, considere o conversor CC-CC buck mostrado na Fig. 8.1.
Nesse caso, ha dois elementos parasitas no circuito: as resisténcias série do

indutor e do capacitor, representadas por R, e R, respectivamente.

SE®

Os circuitos equivalentes da Fig. 8.2 representam a operag¢do do con-
versor buck em MCC. Além disso, constata-se que x, € x, correspondem as
variaveis de estado do sistema.
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Fig. 8.1 — Conversor CC-CC buck considerando nao idealidades associadas ao
indutor e ao capacitor
R[_ L

(a) 12 etapa [0, ¢
Ry L

DA . 2R

(b) 2*etapa [z , T]
Fig. 8.2 — Etapas de operag@o de um conversor CC-CC buck em MCC

Para obter o ganho estatico e a funcdo de transferéncia que relaciona
a tensdo de saida frente a variagdes da razao ciclica do conversor buck, ¢é
necessario considerar inicialmente as expressoes que definem o comporta-
mento da tensdo no indutor e da corrente no capacitor na Fig. 8.1.

vL:Lﬁ
dt (8.54)
L (8.55)

e dt
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Considerando a malha externa da Fig. 8.2 (a) composta por V, R, L e R,
e adotando o sentido anti-horario para a analise, tem-se:

—V,+v, +Ri, +Rj, =0 (8.56)

A seguinte expressao ainda pode ser obtida para o circuito:

i i, (8.57)

iR
Substituindo (8.54), (8.55) e (8.57) em (8.56), tem-se:

D o 8.58
” (8.58)

-V, +L%+(RL +R,)i,—R,C,

Considerando que as varidveis de estado sdo a corrente no indutor e a
tensdo no capacitor, as seguintes expressoes sao obtidas:

X =1 (8.59)
= Ve (8.60)
. di,

X =—L 8.61
bodr (8.61)
. dv,

=Zc 8.62

Xy i ( )

Substituindo (8.59) a (8.62) em (8.58), tem-se:

Lx, +(RL+R0)xl -RC x, -V, =0 (8.63)

Ao analisar a malha da Fig. 8.2 (a) composta por C , R e R, as seguin-
tes expressoes sao obtidas:

Ve T Vase = Vio (8.64)

Ve, =R, (i, —ic) (8.65)

0 0
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. (8.66)
Vese = Rl
Substituindo-se (8.55), (8.65), (8.66) em (8.64), obtém-se:
dv dv
v.+R,C —<=R|i, —-C —<
e T et O(L o j (8.67)

Essa expressdo pode ser escrita em termos das varidveis de estado a
partir da substitui¢ao de (8.59) a (8.62) em (8.67):

Rx —x,—C,(R+Ry)% =0 (8.68)

o

Assim, as expressoes (8.63) e (8.68) tornam-se:

i = {M} % +(R0C" sz +(Ej (8.69)
i I i

. R q
x2{CU(RU+RSE)}1{CO(RO+RSE)}‘2 (8.70)

Substituindo-se (8.70) em (8.69), tem-se:

xl{—(RLRO+RLRSE+RORSE)}I+( R, jxﬁ(zj &)
L(R,+Ry) L(R,+Ry) L

Comparando a representagdo matricial de (8.5) com (8.70) e (8.71), a
seguinte representacao pode ser obtida:

= X, (8.72)
—(R,R, + R, Ry, + R\Ry;) -R,

) L(R,+Ry;) L(R,+Ry;) (8.73)
b R -1

o

C,(R,+Ry;) C,(R,+Ry)
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(8.74)

A andlise da segunda etapa de operacgdo na Fig. 8.2 (b) em que o inter-
ruptor encontra-se bloqueado € bastante simples, bastando considerar V= 0.
Assim, ndo € necessario realizar todo o procedimento anterior novamente.

Portanto, a partir da expressao (8.6), chega-se a seguinte representacao
matricial:

_(RLRo +RLRSE +RORSE) _Ro
A= 4= L(R0 +RSE) L(R0 +RSE) (8.75)
L _—1
C,(R,+Rg) C,(R,+Rg)
B,=0 (8.76)

A tensao de saida para o interruptor em condugdo ou bloqueado é:

v, =V, =R (i, —ic) =R, (x,— Cx,) (8.77)

Substituindo (8.70) em (8.77), € possivel rearranjar a expressao resul-
tante da seguinte forma:

v = R, Ry X, + R, X 8.78
° R+R, ' R+R, ° (8.78)

Comparando (8.78) com as representacdes matriciais de (8.11) e (8.12),
obtém-se:

RR R
C=C = o SE ° (8.79)
R +R, R +R
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Assim, as matrizes 4, B e C sdo obtidas a partir da substitui¢do de (8.73)
e (8.75) em (8.20); (8.74) e (8.76) em (8.21); bem como (8.79) em (8.28),
respectivamente:

—(R,R,+R, Ry, + R)Ry;) ~R,
| L(RRy) L(R, +Ry;)
=4 =
R -1 (8.80)
C,(R,+Ry;) C,(R,+Ry)
1
B=BD=\L|D (8.81)
0
C — C] — |: RORSE Ro :| (882)
R +R, R +Rg

Substituindo (8.80) a (8.82) em (8.32), € possivel representar o ganho
estatico do conversor buck em MCC:

Y, __DR, (8.83)
Vi

Ao contrario do que ocorre no conversor ideal, tanto a resisténcia de
carga quanto a resisténcia série afetam o ganho estatico na pratica. No en-
tanto, a influéncia de R, pode ser praticamente desprezada, tendo em vista
que o valor dessa resisténcia normalmente € pequeno. Considerando R, = 0
em (8.83), o ganho estatico passa a depender unicamente da razao ciclica.

Os elementos do vetor X no conversor buck sdo dados por:

]L
X = (8.84)
VC
Além disso, tém-se
v, DY,
[L=10=R0_ 3 (8.85)

V.=V =DV, (8.86)
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Logo, ¢ possivel escrever a seguinte expressao:
DY,
X=| R (8.87)

Substituindo (8.73), (8.74), (8.75), (8.76), (8.79), (8.80), (8.82) ¢ (8.87)
em (8.37), chega-se finalmente a:

v, (s) s(RRyC, V) [RV.(R,+Ry)]
(s) s’[RC,L(R,+Ry)]|+s(R,+Ry)[RC,(Ry+R,)+L]
+[ (R, + Ry )(R,+ Ry, +R, ) | (8.88)

8.5.2 - Obtengdo da fungdo de transferéncia v (s)/v (s)

Para determinar a funcdo de transferéncia que relaciona a tensdo de sa-
ida diante de perturbacdes na tensdo de entrada, ¢ preciso realizar o mes-
mo procedimento anterior, que compreende a obtencdo das expressoes
(8.54) a (8.82). Essa demonstragdo ndo sera representada por questdes de
simplicidade.

Assim, ¢ possivel deduzir essa funcdo de transferéncia substituindo
(8.80) a (8.82) em (8.53), o que resulta em:

v, (s) DR, [sRy; +1]
v(s) [CL(R, +Ry)]+s{C,[R, (R, +Ry)+R Ry ]+ L} +(R, +R,) (8.89)
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